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1	RAPPEL SUR LES SUITES NUMERIQUES





1.1	DEFINITIONS ET PROPRIETES





DEFINITION	Une suite est une collection de nombres réels ou complexe numérotés de 0 à (


	(U0 ,U1 ,U2 ,...) On note une telle collection Un


	Une suite est en fait une application u : IN ( IR ou C





DEFINITION	On dit qu ’une suite (Un)n(IN est convergente s ‘il existe un réel ou un complexe l qui vérifie la propriété suivante :


	(((((((il existe N ( IN tel que ( n(N on ait : | Un-l | ((


	Lorsqu ‘il existe , un tel l s ‘appelle « LIMITE » de la suite (Un)n(IN 





PROPOSITION	Si (Un)n est une suite convergente, ALORS elle n ‘as qu ‘une SEULE limite ,qui sera notée lim Un





PROPOSITION	Soient (Un)n et (Vn)n deux suites convergentes ALORS :


	i)	la suite (Un +Vn)n est convergente et lim (Un +Vn) = lim Un + lim Vn


	ii)	la suite (Un.Vn)n est convergente et lim (Un.Vn) = lim Un .lim Vn iii) Si lim Un (0 ALORS la suite (1/Un)n est convergente et lim (1/Un) =1/lim Un


	iv)	Si f est une fonction continue en lim Un ,ALORS la suite (f(Un))n est convergente et lim f(Un) = f(lim Un)





DEFINITION	Soit (Un)n une suite .On dit qu ‘une suite (Vn)n est une sous suite de (Un)n s ‘il existe une application STRICTEMENT CROISSANTE ( : IN  ( IN telle qu ‘on ait : Vn =U((n) 





PROPOSITION	Toute sous suite (Vn)n d ‘une suite convergente (Un)n est convergente et lim Vn = lim Un 





PROPOSITION	Soit (Un)n une suite . (Un)n est convergente ssi les sous suites (U2n)n et (U2n+1)n sont convergentes et ont même limite .





DEFINITION	Une suite (Un)n est dite majorée s ‘il existe un réel M tel que : (n ( IN , Un ( M


	Une suite (Un)n est dite minorée s ‘il existe un réel M tel que : (n ( IN , Un ? M


	Une suite (Un)n est dite bornée si elle est à la fois majorée et minorée.





PROPOSITION	Toute suite convergente est bornée .





THEOREME	Soit (Un)n une suite de nombres réels.


	i)	Si (Un)n est croissante et majorée ,ALORS elle converge et lim Un =Sup { Un, n(IN }


	ii)	Si (Un)n est décroissante et minorée ,ALORS elle converge et lim Un =Inf {Un, n(IN}





1.2	LIMITES SUPERIEUR ET INFERIEUR D UNE SUITE





PROPOSITION	Vn = Sup{ Up ,p(N } = Sup{ Un ,Un+1 ,Un+2 ,... }


	Wn = Inf { Up ,p(N } = Inf { Un ,Un+1 ,Un+2 ,... }


	La suite (Vn)n est décroissante et la suite (Wn)n est croissante





PROPOSITION	Les suites (Vn)n et (Wn)n sont bornées





DEFINITION	On appelle limite supérieur de la suite (Un)n la limite de (Vn)n et on note �INCORPORER Unknown���Un = lim Vn


	On appelle limite inférieur de la suite (Un)n la limite de (Wn)n et on note �INCORPORER Unknown���Un = lim Wn





THEOREME	Soit (Un)n une suite bornée. (Un)n est convergente ssi �INCORPORER Unknown���Un = lim Un


	On a alors lim Un= �INCORPORER Unknown���Un





�
PROPOSITION	Soient (Un)n et (U’n)n deux suites bornées


	i)	Si (n (IN ,Un ( U’n �INCORPORER Unknown���Un  ( �INCORPORER Unknown���U’n et �INCORPORER Unknown���Un ( �INCORPORER Unknown���U’n


	ii)	�INCORPORER Unknown��� (Un +U’n) ( �INCORPORER Unknown���Un +lim U’n 


	et �INCORPORER Unknown��� (Un +U’n) ( �INCORPORER Unknown���Un +�INCORPORER Unknown���U’n


	iii)	Si (Un)n est convergente alors �INCORPORER Unknown��� (Un +U’n) =lim Un+�INCORPORER Unknown���U’n 


	et �INCORPORER Unknown��� (Un +U’n) =lim Un+�INCORPORER Unknown���U’n





DEFINITION        On dit que (Un)n est une suite de CAUCHY si :


	(( (( ,il existe N (IN tel que (p (N et (q (n on a | Up -Uq | ( (





THEOREME        Une suite est convergente ssi elle est de CAUCHY











�
2	SERIES NUMERIQUES





2.1	définitions et premières propriétés





DEFINITION	Soit Sn = U0 +U1 +U2 +... +Un


	La suite (Sn)n s ‘appelle SERIE associée à la suite (Un)n 


	On notera (Un





DEFINITION	Lorsque la série (Un est convergente ,sa limite S s ‘appellera SOMME de la série (Un et on notera : S =lim Sn =�INCORPORER Equation.2���





PROPOSITION	i)	la série �INCORPORER Equation.2��� est divergente


	ii)	la série �INCORPORER Equation.2���,a (IR est convergente ssi |a| <1 .De plus pour |a| <1 on a : �INCORPORER Equation.2���





DEFINITION	Nous dirons de deux séries qu ‘elles sont de même nature si elles sont toutes les deux soit convergente soit divergente .





PROPOSITION	i)	(( (0 ,les séries (Un et ((Un sont de même nature .De plus si Un est convergente alors : �INCORPORER Equation.2���


	ii)	Si (Un et (Vn sont deux séries de convergentes ,alors la série ((Un +Vn) est convergente et on a : �INCORPORER Equation.2���





PROPOSITION	Si (Un et (Vn sont deux séries telles que : ( n0 ( IN ,( n ( n0 Un=Vn alors (Un et ( Vn sont de même nature





PROPOSITION	Si (Un est une série convergente alors la suite (Un)n converge vers 0





PROPOSITION	( CRITERE DE CAUCHY )


	Une série (Un est convergente ssi :


	( ( >0 , ( N(IN tel que (p  (N et (q (p on a :


	|Sp - Sq| = | Up+1 + Up+2 + ... + Up+q | < (





2.2	SERIES A TERMES POSITIFS





DEFINITION	Une série (Un est dite à termes positifs si (n ( IN , Un est un réel positif ( ou nul )





PROPOSITION	Soit (Un une série à termes positifs , la suite (Sn)n , 


	Sn = U0 + ... + Un est croissante





PROPOSITION	Une série (Un à termes positifs est convergente ssi la suite (Sn)n , Sn =U0 + U1 + ... + Un est majorée , i.e.


	( M ( IR / (n (IN , Sn ( M on a lim Sn = Sup Sn


	((n ( IN , Sn ( �INCORPORER Equation.2���





THEOREME	Soit (Un une série à termes positifs convergente


	Pour toute bijection ( : IN ( IN  , la série (U((n) est convergente et �INCORPORER Equation.2���





�
THEOREME	( COMPARAISON )


	Soient (Un et (Vn deux séries à termes positifs . On suppose qu ‘on a ,(n ( n0 ,n0 ( IN donné , Un  (  Vn alors :


	i)	Si (Un est convergente alors (Un est convergente


	ii)	Si (Un est divergente alors (Un est divergente





THEOREME       Soient (Un et (Vn deus série à termes positifs . On suppose que la suite �INCORPORER Equation.2���converge et on note l =lim �INCORPORER Equation.2���


	i)	Si l ( 0 alors les deux suites sont de même nature


	ii)	Si l = 0 et (Vn convergente , alors (Un est convergente





THEOREME	( CAUCHY )


	Soit (Un une série à termes positifs . On suppose que la suite �INCORPORER Equation.2��� est convergente et on pose l = lim �INCORPORER Equation.2��� , ALORS


	i)	si l < 1 , (Un est convergente


	ii)	si l > 1 , (Un est divergente


	iii)	si l = 1 , on ne peut rien dire ...





THEOREME	( D ALEMBERT )


	Soit (Un une série à termes positifs . On suppose que �INCORPORER Equation.2��� converge vers une limite l , ALORS


	i)	Si l < 1 , (Un est convergente


	ii)	Si l > 1 , (Un est divergente


	iii)	Si l = 1 , on ne peut rien dire ...





LEMME	Soit ((Un)n une suite positive . Si �INCORPORER Equation.2��� converge vers l ALORS �INCORPORER Equation.2��� converge vers l





THEOREME	( Comparaison d ‘une série et d ‘une intégrale )


	Soit (Un une série positive. On suppose qu ‘il existe une fonction positive f : [a , +( [ ( IR continue et décroissante, telle qu ‘on ait (n ( a , Un = f(n) , ALORS  la série (Un est convergente ssi l ‘intégrale généralisée �INCORPORER Equation.2��� est convergente . De plus on a : �INCORPORER Equation.2���





COROLLAIRE	( Série de RIEMAN )


	Soit ( ( IR , la série �INCORPORER Equation.2��� est convergente ssi ( > 1  . De plus on a : ( n0 ( 1 , �INCORPORER Equation.2���





COROLLAIRE	Soit Un une série à termes positifs .


	i)	si ( ( > 1 tel que (n(Un)n converge ALORS (Un converge


	ii)	si ( ( < 1 tel que (n(Un)n a une limite l (0 ou tend vers +( ALORS (Un diverge


�



2.3	CONVERGENCE ABSOLUE , SERIES PRODUITS





THEOREME	Si la série (|Un| est convergente Alors la série (Un est convergente


	De plus �INCORPORER Equation.2���





DEFINITION	( Convergence absolue )


	Une série Un est dite ABSOLUMENT CONVERGENTE si (|Un| est convergente


	De même toutes séries absolument convergente est convergente.





DEFINITION	( Série produit )


	Soient (Un et (Vn deux séries. On appelle « SERIE PRODUIT » de ces deux séries , la série (Pn ,où (n ( IN 


	�INCORPORER Equation.2���





THEOREME	Si (Un et(Vn sont deux série absolument convergentes ALORS la série produit (Pn est absolument convergente et on a :  �INCORPORER Equation.2����INCORPORER Equation.2���





COROLLAIRE	Si (Un et (Vn sont deux séries à termes positifs convergentes ,ALORS la série produit (Pn est convergente et on a : �INCORPORER Equation.2����INCORPORER Equation.2���





2.4	SERIES ALTERNEES , THEOREME D ABEL





DEFINITION	Une série (Un est dite alternée si (n ( IN, Un.Un+1  ( 0





THEOREME	Soit ((-1)n|Un| une série alternée . Si la suite (|Un|)n est décroissante et converge vers 0 , ALORS la série ((-1)n|Un| est convergente et on a :


	(n ( IN , �INCORPORER Equation.2���





THEOREME	( D ABEL 1ére version )


	Soient (an)n et (Vn)n deux suites numériques . On suppose :


	i)	(Vn)n ( IR+ , décroissante et converge vers 0


	ii)	la suite �INCORPORER Equation.2��� est bornée , i.e. ( M (IR /  |An|  ( M ALORS la série (anVn est convergente et on a :


	(n ( IN , �INCORPORER Equation.2���





THEOREME	(D ABEL 2éme version )


	Soient (an)n et (Vn)n deux suites numériques . On suppose :


	i)		Vn ( IR+ et (Vn)n est décroissante


	ii)	la série (an est convergente


	ALORS la série (anVn est convergente


�
PROPOSITION	( ROABE-DUHAMEL )


	Soit la série (Un à termes positifs . On suppose que la suite �INCORPORER Equation.2��� est convergente et sa limite est l , si :


	i)	l <1 , la série (Un est divergente


	ii)	l >1 , la série (Un est convergente


	iii)	l =1 , on ne peut rien dire ...














�



3	SUITES ET SERIES DE FONCTIONS





3.1	FONCTION D UNE VARIABLE REELLE A VALEURS COMPLEXES





DEFINITION	Nous dirons que f admet une limite finie en un point x0 ( IR (ou quand x( ( ) si les deux fonctions réelles ( et ( admettent chacune une limite finie en x0 ( ou a ( ) . On pose :


	lim f = lim ( +i lim (





PROPOSITION	La fonction f : I ( ( admet une limite l ( ( en x0 ( IR ssi l ‘une des propriétés suivantes est vérifiée :


	i)	( ( >0 , ( ( >0 / (x ( I , |x - x0| <(  ( |f(x) - l| <(


	ii)	Pour toute suites (xn)n qui converge vers x0 , la suite (f(xn))n converge vers l





DEFINITION	( CONTINUITE ) 


	Soit x0 ( I . La fonction f : I ( ( est dite continue en x0 ssi ( et ( le sont .





PROPOSITION	f est continue en x0   ( I ssi f admet f(x0) pour limite en x0 


	i.e. lim f(x) = f(x0) , x(x0





DEFINITION	( DERIVABILITE )


	Soit x0 ( I . La fonction f :I( ( est dite dérivable en x0 ssi ( et ( le sont . On pose : f’(x0) = (’(x0) + (’(x0)





PROPOSITION	f est dérivable en x0 ( I ssi �INCORPORER Equation.2���admet une limite finie quand x ( x0 . De plus cette limite , lorsqu ‘elle existe , est égale à f’(x0)





PROPOSITION	La somme , le produit , le quotient , le conjugué , ect ... de fonctions continues ( resp. Dérivables ) à valeurs complexes sont continues ( resp. Dérivables )


	i)	(f+g)’(x) = f’(x) + g’(x)


	ii)	(f.g)’(x) = f’(x).g(x) + f(x).g’(x)


	iii)	(1/f)’(x) =-f’(x)/f²(x) si f(x) (0


	iv)	f’  (x) = f’(x) 





DEFINITION	( INTEGRALE )


	Soit f continue de [a,b] ( IR ( C . On appelle intégrale de f le nombre complexe :�INCORPORER Equation.2���





PROPOSITION	Si f et g définis de [a,b] ( IR ( C sont continues ALORS


	i)	�INCORPORER Equation.2��� , (x ( IR


	ii)	�INCORPORER Equation.2��� , (c ( [a,b]


	iii)�INCORPORER Equation.2���





�
3.2	SUITES DE FONCTIONS





DEFINITION	On appelle suite de fonctions sur I ,la donnée :


	(n ( IN  , d ‘une fonction f définie dans I


	i.e. (n ( IN , fn : I( IR ou C


	Notation : (fn)n ou (fn(x))n





DEFINITION	( CONVERGENCE SIMPLE )


	On dit que la suite de fonctions (fn)n est simplement convergente dans I si :


	(x (I , la suite numérique (fn(x))n est convergente


	La fonction définie (x (I par f(x)=lim fn(x) , s ‘appelle limite simple de (fn(x))n





DEFINITION	( CONVERGENCE UNIFORME )


	La suite (fn(x))n est dite uniformément convergente dans I , s‘il ( une fonction f définie dans I telle que :


	(( >0 , (N ( IN / (n (N et (x ( I , on a | fn(x) - f(x) | < (





PROPOSITION	La suite (fn)n converge uniformément vers f dans I ssi :


	la suite numérique �INCORPORER Equation.2��� converge vers 0 .


	Autrement dit , (( >0 ,(N ( IN / (n(N on a �INCORPORER Equation.2���





DEFINITION	Si (fn)n converge vers f dans I , ALORS f s ‘appelle limite uniforme de (fn)n dans I





PROPOSITION	Si (fn)n converge uniformément vers f dans I , ALORS (I’ ( I , (fn)n converge uniformément vers f sur I’





THEOREME	( CRITERE DE CAUCHY )


	La suite (fn)n est uniformément convergente dans I ssi :


	((>0 , ( N ( IN / (p (N , (q (p et (x ( I on a : | fp(x) - fq(x) | < (


	( ou ((>0 , ( N ( IN / (p (N , (q (p et (x ( I on a :  �INCORPORER Equation.2��� )





DEFINITION	On appelle sous suite de la suite (fn)n toute suite de terme général gn=f((n) , où ( : IN (IN est strictement croissante





PROPOSITION	Si (fn)n converge uniformément sur I , ALORS toute sous suite (f((n))n converge uniformément sur I . De plus on a :


	lim f((n) = lim fn





THEOREME	( PRESERVATION DE LA CONTINUITE )


	Soit (fn)n une suite de fonctions dans I ( IR . Si (fn)n converge uniformément dans I vers une fonction f , ALORS f est elle même continue dans I





THEOREME	( PRESERVATION DE L INTEGRALE )


	Soit (fn)n une suite de fonctions continues dans [a,b] ( IR . Si (fn)n est uniformément convergente dans [a,b] , ALORS la suite numérique �INCORPORER Equation.2��� est convergente et on a : �INCORPORER Equation.2��� où f est la limite uniforme de (fn)n





PROPOSITION	La convergence uniforme ne préserve pas la dérivabilité en général .





�
THEOREME	( PRESERVATION DE LA DERIVABILITE )


	Soit (fn)n une suite de fonctions dérivables dans I ( IR et continue . On suppose que :


	i)	( un point x0 ( I tel que (fn(x0))n soit convergente


	ii)	La suite (f’n)n est uniformément convergente dans I


	ALORS (fn)n est uniformément convergente dans I . La limite f de (fn)n est continue dérivable dans I et on a f’ = lim f’n





3.3	SERIES DE FONCTIONS





DEFINITION	La série (fn est dite simplement convergente dans I , si la suite de fonctions (Sn)n est simplement convergente dans I


	. La série (fn est dite uniformément convergente dans I , si la suite de fonctions (Sn)n est uniformément convergente dans I


	. La limite de Sn s ‘appelle alors SOMME de la série (fn et on note : �INCORPORER Equation.2���





THEOREME	( CRITERE DE CAUCHY )


	(fn est uniformément convergente dans I si  (( >0 , ( N ( IN tel que (p (N et (q (p on a �INCORPORER Equation.2��� , (x ( I


	(( �INCORPORER Equation.2��� )





PROPOSITION	Si (fn est uniformément convergente dans I , ALORS la suite (fn)n converge uniformément vers 0 dans I





DEFINITION	Soit f une fonction sur I ( IR . On appelle NORME de f sur I le nombre réel : �INCORPORER Equation.2���





THEOREME	Soit (fn une série de fonctions définies dans I . Si la série numérique (||fn||I est convergente , ALORS le série (fn est uniformément convergente dans I


	De plus , (n on a �INCORPORER Equation.2��� , �INCORPORER Equation.2���





DEFINITION	( CONVERGENCE NORMALE D UNE SERIE DE FONCTIONS )


	Une série de fonctions (fn définies dans I est dite NORMALEMENT CONVERGENTE dans I si la série numérique ( ||fn||I est convergente


	(Toute suite de fonctions normalement convergente dans I est uniformément convergente dans I





COROLLAIRE	( CRITERE DE WEIERSTRASS )


	Soit (fn une série de fonctions définies dans I ( IR . On suppose que ( une série numérique ((n convergente et telle que (n ( IN  , on a | fn(x) | ( (n ,(x ( I ,


	ALORS la série (fn est uniformément convergente dans I et on a :�INCORPORER Equation.2��� , (x ( I





PROPOSITION	Si (fn est une série de fonctions continues dans I , qui converge uniformément dans I , ALORS sa somme �INCORPORER Equation.2��� est continue dans I





PROPOSITION	Si (fn est une série de fonctions continues dans I = [a,b] qui converge uniformément dans I , ALORS �INCORPORER Equation.2��� est convergente et on a �INCORPORER Equation.2���





PROPOSITION	Si (fn est une série de fonctions continûment dérivable dans I , I = [a,b] . On suppose que :


	i)	(x0 ( I tel que (fn(x0) soit convergente


	ii)	(f’n est uniformément convergente dans I


	ALORS le série (fn est uniformément convergente dans I , sa somme est continûment dérivable dans I et on a :


	�INCORPORER Equation.2��� , (x ( I





3.4	THEOREMES D ABEL POUR LA CONVERGENCE UNIFORME DES SERIES





THEOREME	( 1ER  VERSION )


	Soient (an)n et (Vn)n deux suites de fonctions dans I ( IR . On suppose que :


	i)	(M ( IR tel que (n ( IN et (x (I , �INCORPORER Equation.2���


	ii)	(x ( I vn(x) ( IR+ ,(Vn(x))n est décroissante en n et (Vn)n converge uniformément vers 0 ALORS la série (an.Vn est uniformément convergente dans I





THEOREME	( 2EME VERSION )


	Soient (an)n et (Vn)n deux suites de fonctions dans I . On suppose que :


	i)	(an est uniformément convergente dans I


	ii)	(M (IR tel que (n (IN et (x (I on a 0 ( Vn+1(x) ( Vn(x) (M ( i.e. Vn(x) ( IR+ , (Vn(x))n décroissante et V0 est majorée sur I )


	ALORS (an.Vn est uniformément convergente dans I











�
4	SERIES ENTIERES





4.1	EXISTENCE DU RAYON DE CONVERGENCE





DEFINITION	On appelle série entière toute série de la forme (anZn , où (an)n est une suite numérique et où Z ( C





THEOREME	( PREMIER TH. D ABEL )


	Soit (anZn , une série entière . Soit Z ( ( \ { 0 } .


	i)	Si (anZ0n est convergente , ALORS (Z (C tel que | Z|<| Z0 |  la série (anZn converge


	ii)	Si (anZ0n est divergente , ALORS (Z ( C tel que |Z| < |Z0| , la série (anZn est divergente





THEOREME	( ET DEFINITION DU RAYON DE CONVERGENCE )


	Soit (anZn une série entière . ( un unique réel R > 0 tel que :


	I)	(Z ( ( , | Z|< R , la série (anZn est absolument convergente et donc convergente .


	ii)	(Z ( ( , | Z| > R , la série (anZn est divergente .


	Ce réel R s ‘appelle le rayon de convergence de la série (anZn 





THEOREME	Le rayon de convergence de la série (anZn est donné par les formules :


	i)	R = Sup{ k( 0 , (ankn est absolument convergente } = Sup { A }


	ii)	R = Sup{ k( 0 , (ankn est convergente } = Sup { B }


	iii)	R = Sup{ k( 0 , (ankn ( 0 } = Sup { C }


	iv)	R = Sup{ k( 0 , (ankn)n est bornée } = Sup { D }





4.2	PROPRIETE DU RAYON DE CONVERGENCE





PROPOSITION	Soient (anZn et (bnZn deux séries entières de rayon de convergence respectifs R et R’


	i)	(( ( C \ { 0 } , la série (anZn  a pour rayon de convergence R


	ii)	Le rayon de convergence R1 de ((an+bn)Zn vérifie :


	R1 ( Min (R,R’)


	iii)	Le rayon de convergence R2 de la série produit (PnZn , où �INCORPORER Equation.2��� vérifie : 


	R2 ( Min(R,R’’)





PROPOSITION	Soient (anZn et (bnZn deux séries telles que :


	(N ( IN tel que (n ( N an=bn


	ALORS les deux séries (anZn et (bnZn ont même rayon de convergence 





PROPOSITION	Soit (anZn une série entière . Soit q(n) = P(x)/Q(x) un fonction rationnelle de n ( P et Q sont deux polynômes )


	ALORS les séries (anZn et (qnZn ont même rayon de convergence





COROLLAIRE	Si q est une fonction rationnelle , ALORS le rayon de convergence de (qnZn est égal à 1





DEFINITION	( SERIE DERIVEE ET SERIE PRIMITIVE )


	Soit (anZn une série entière .


	On appelle série dérivée de (anZn , la série entière : �INCORPORER Equation.2���


	On appelle série primitive de (anZn , la série entière : �INCORPORER Equation.2���





PROPOSITION	La série dérivée et la série primitive d ‘une série entière (anZn de rayon de convergence R , ont pour rayon de convergence R





�
4.3	FORMULE D HADAMARD POUR LE RAYON DE CONVERGENCE





THEOREME	( D HADAMARD )


	Le rayon de convergence R d ‘une série entière (anZn est donné par la formule : �INCORPORER Equation.2��� , avec la convention :


	R=0 si �INCORPORER Equation.2���


	R=( si �INCORPORER Equation.2���





LEMME	Soit (Un)n une suite de nombres réels . Si (Un)n est non majorée ALORS (M ( IR , ( une sous suite (Unp)p de (Un)n telle que :   (p ( IN , Unp ( M





COROLLAIRE	Soit (anZn une série entière de rayon de convergence R et si �INCORPORER Equation.2��� existe , la série entière ((1/an)Zn a pour rayon R’=1/R 





COROLLAIRE	Soit (anZn une série entière de rayon R et si �INCORPORER Equation.2��� existe et vaut L , ALORS R= 1/L





THEOREME	( D ABEL -SECOND- )


	La suite (fn est uniformément convergente dans tout intervalle fermé [ a , b] (  ] -R ; R [





COROLLAIRE	i)	La fonction f est continue en tout points de ] -R ;R [


	ii)	La fonction f est dérivable dans ] -R ; R [ et on a : �INCORPORER Equation.2���


	iii)	La primitive F de f qui s ‘annule en 0 est donnée par :�INCORPORER Equation.2���





COROLLAIRE	La fonction f est de classe C(   dans ] -R ; R [ et (p ( IN on a :


	�INCORPORER Equation.2���





COROLLAIRE	On a , (p ( IN , �INCORPORER Equation.2���





COROLLAIRE	Si (anZn et (bnZn sont deux séries entières de rayon de convergence non nuls tel que ( ( >0 (x ( ] -( ; ( [ , on a  : �INCORPORER Equation.2��� , ALORS an=bn (n ( IN





THEOREME	( PROLONGEMENT PAR CONTINUITE EN R ET -R )


	On suppose que la série (anRn converge . ALORS la somme �INCORPORER Equation.2��� définie dans ] -R ; R [ se prolonge en une fonction continue dans [ -R ; R ]





�
4.4	FONCTION DEVELOPPABLE EN SERIES ENTIERES





PROPOSITION	Pour que f soit développable en série entière , il faut que :


	i)	f soit C( en 0


	ii)	la série �INCORPORER Equation.2��� (série de Taylor de f ) ait un rayon de convergence R >0





THEOREME	( CONDITION SUFFISANTE )


	Soit f :] -a ; a [ ( C , une fonction C( . On suppose que ( deux constantes M >0 et k >0 telles que :


	�INCORPORER Equation.2��� , (n ( IN et (x ( ] -a ; a [


	ALORS f est développable en séries entières . De plus le rayon de convergence R de �INCORPORER Equation.2��� vérifie �INCORPORER Equation.2���





PROPOSITION	Soient f : ] -a ; a [( C et g : ] -a ; a [ ( C deux fonctions D.S.E., �INCORPORER Equation.2��� et �INCORPORER Equation.2��� , (x ( ] -a ; a [


	i)	(( ( C , (f +g est développable en séries entières et on a �INCORPORER Equation.2��� , (x ( ] -a ; a [


	ii)	f.g est développable en séries entières et on a : �INCORPORER Equation.2��� avec �INCORPORER Equation.2���


	iii)	f est développable en séries entières et on a : �INCORPORER Equation.2���


	iv)	la primitive F nulle en 0 de f est développable en séries entières et on a : �INCORPORER Equation.2���





THEOREME	Soit ( ( IR+ et soit f : ]-1 ; 1 [ ( IR la fonction donnée par f(x)=(1+x)( . Cette fonction est développable en séries entières et on a �INCORPORER Equation.2���





LEMME	(x ( ]-1 ; 1 [ et (t ( [ 0 ; x ] on a �INCORPORER Equation.2���





PROPOSITION	Soit f une fonction développable en séries entière dans ] -a ; a[ , �INCORPORER Equation.2���


	i)	Si f est paire , alors (n ( IN , a2n+1=0 ( �INCORPORER Equation.2���


	ii)	Si f est impaire , alors (n ( IN , a2n=0 ( �INCORPORER Equation.2���





4.5	RESOLUTION DE CERTAINES EQUATIONS DIFFERNTIELLES





DEFINITION	(p ( IN, �INCORPORER Equation.2��� est la p-iéme fonction de BESSEL

















�
5	TOPOLOGIE DES ESPACES EUCLIDIENS





5.1	NORME , PRODUIT SCALAIRE ET DISTANCE





DEFINITION	On appelle norme sur IRn toute application 


	N : IRn ( IR+


	x   ( N(x)   telle que :


	i)	N(x) = 0  ssi x = 0


	ii)	N((.x) = | (|.N(x)


	iii)	( x,y ( IRn , N(x+y)  ( N(x) + N(y)





PROPOSITION	( INEGALITE TRIANGULAIRE )


	Si N est une norme sur IRn , ALORS 


	( x,y ( IRn  |N(x) - N(y)| ( N(x-y) 





DEFINITION	( DISTANCE ASSOCIEE A UNE NORME )


	Si N est une norme sur IRn , on appelle distance associée à N l‘application d :IRnxIRn (IR+


	(x,y) ( N(x-y)


	d(x,y) = N(x-y)





PROPOSITION	Soit N une norme sur IRn et d sa distance associée ALORS :


	i)	d(x,y) = 0  ssi x = y


	ii)	d(x,y) = d(y,x)  , ( x,y ( IRn


	iii)	d(x,z) ( d(x,y) + d(y,z)  , ( x,y,z ( IRn 





DEFINITION	( PRODUIT SCALAIRE )


	On appelle produit scalaire sur IRn toute application 


	b :IRnxIRn (IR


	(x,y) ( b(x,y)  telle que b soit bilinéaire symétrique définie positive :


	i)	( y ( IRn , x ( b(x,y) soit linéaire et ( x ( IRn , y ( b(x,y) soit linéaire


	ii)	( x,y ( IRn , b(x,y) = b (y,x)


	iii)	(x ( IRn , b(x,x) ( 0 et b(x,x) = 0  ssi x = 0





THEOREME	( INEGALITE DE SCHWARTZ )


	Si b est un produit scalaire sur IRn , ALORS 


	( x,y ( IRn on a | b(x,z)| ( b(x,x) . b(y,t)





PROPOSITION	(ET DEFINITION )


	Soit b un produit scalaire sur IRn , l ‘application 


	N :IRn ( IR+


	x ( �INCORPORER Equation.2���  est une norme sur IRn , on l ‘appelle « norme associée au produit scalaire b  »





DEFINITION	( NORMES EQUIVALENTES )


	Soient N1 et N2 deux normes sur IRn . On dira que N1 est équivalente à N2 s ‘il existe deux constantes  ( > 0 et ( >0   telle que : ( x ( IRn , (.N2(x) ( N1(x) ((..N2(x)





PROPOSITION	L ‘équivalence des normes est une relation d ‘équivalence





THEOREME	 Dans IRn , toutes les normes sont équivalentes





�
5.2	SUITE D’ELEMENT DE IRn





DEFINITION	Une suite d ‘éléments de IRn est une application 


	IN ( IRn


	p ( xp = (x1p ,x2p ,... ,xnp)


	C ‘est aussi une famille (xp)n(IN où ( p ( IN , xp ( IRn


	La donnée de la suite (xp)p(IN  équivaut à celle de n suites numériques (x1p)p ,(x2p)p , ... , (xnp)p





DEFINITION	Une suite (xp)p ( IRn est dite convergente ( pour la norme N) s‘il existe l ( IRn tel que la suite numérique d(xp,l) converge vers 0 dans IR.


	Autrement dit : (( >0 ,( N ( IN tel que ( p(N , d(xp,l)=N(xp-l) ( (


	Lorsqu ‘il existe , le vecteur l est unique


	On l ‘appelle limite de la suite (xp)p et on note l = lim xp





PROPOSITION	Une suite (xp)p ( IRn converge vers l pour la norme N , ssi elle converge vers l pour toute autre norme N





PROPOSITION	Une suite (xp)p ( IRn converge vers l ssi chacune des n suites (x1p)p , ... , (xnp)p est convergente dans IR et on a �INCORPORER Equation.2���





PROPOSITION	(CAUCHY)


	Une suite (xp)p ( IRn est convergente ssi :


	( ( >0 , ( N ( IN tel que ( p (N et (q(N on a d(xp,xq) ( (





DEFINITION	(SOUS SUITE)


	Une sous suite (xp)p ( IRn est une suite (yp)p telle qu ‘il existe une application strictement croissante ( : IN ( IN telle qu ‘on ait : ( p ( IN , yp = x((p)





PROPOSITION	Toute sous suite (x((p))p ( IRn d ‘une suite convergente (xp)p est convergente et on a lim x((p) = lim xp





5.3	LES OUVERTS ET LES FERMES DE IRn





DEFINITION	( BOULES )


	i)  On appelle boule ouverte de centre x ( IRn et de rayon r,


	l ‘ensemble B ={ y ( IRn , d(x,y) < r }


	ii) On appelle boule fermée de centre x ( IRn et de rayon r,


	l ‘ensemble �INCORPORER Unknown���={ y ( IRn , d(x,y) ( r }





DEFINITION	On appelle sphère de centre x de IRn et de rayon r l ‘ensemble S(x,r) ={y (IRn , d(x,y)=r }





DEFINITION	(Ouvert et Fermé)


	Une partie A de IRn est dite ouverte si ?x ? A, ? r>0 tel que B(x,r) ( A


	Une partie A de IRn est dite fermé si son complémentaire CA est une partie ouverte





PROPOSITION	(Indépendance par rapport à la norme)


	Soit N1 et N2 deux normes sur IRn


	i)	Si A est un ouvert pour N1 alors il est ouvert  pour N2


	ii)	Si A est un fermé pour N1 alors il est fermé pour N2





PROPOSITION	i)	Les boules ouvertes sont des ouverts de IRn 


	ii)	Les boules fermées sont des fermés de IRn





�
THEOREME	i)	Soit (Vi)i(I une famille d’ouvert de IRn alors leur réunion �INCORPORER Unknown���est un ouvert de IRn


	ii)	Soit U1, …, Uk une famille finie d’ouverts, alors leur intersection V=U1(..(Uk est un ouvert de IRn





THEOREME	i)	Soit (Fi)i?I une famille de fermés de IRn, alors leur intersection �INCORPORER Unknown���est un fermé de IRn 


	ii)	Soit F1, …, Fk une famille finie de fermés, alors leur réunion V=F1(…(Fk est un fermé de IRn





THEOREME	Une partie F de IRn est fermé ssi toute suite convergente (xp)p d’éléments de F vérifie lim xp ? F. ( i.e. F contient les limites de ses suites convergentes)


5.4	ADHERENCE , INTERIEUR





DEFINITION	Soit A ( IRn. Un point de IRn sera dit adhérent à A ssi (r>0, B(x,r) ( A ( (


	On appelle adhérence de A l’ensemble des points adhérent de A





PROPOSITION	Soit A ( IRn. Un point x de IRn appartient à �INCORPORER Unknown��� ssi ( une suite (xp)p ( A de points de A qui converge vers x.





THEOREME	Soit A ( IRn. �INCORPORER Unknown��� est fermé et tout fermé F contenant A contient aussi �INCORPORER Unknown��� (i.e. �INCORPORER Unknown��� est le plus petit fermé contenant A )





COROLLAIRE	A ( IRn est fermé ssi �INCORPORER Unknown���=A





DEFINITION	(Intérieur)


	Soit A ( IRn. Un point x ( A est dit « intérieur » à A ssi ( r >0 tel que B(x,r) ( A


	On note �INCORPORER Unknown��� l’ensemble des points intérieurs à A at on l’appelle intérieur de A





PROPOSITION	Soit A ( IRn, �INCORPORER Unknown���est un ouvert et tout U de IRn contenu dans A est aussi contenu dans �INCORPORER Unknown���


	( i.e. �INCORPORER Unknown��� est le plus grand ouvert contenu dans A )





COROLLAIRE	A ( IRn est ouvert ssi A=�INCORPORER Unknown���





PROPOSITION	i)	si A ( B, alors �INCORPORER Unknown��� et �INCORPORER Unknown���


	ii)	�INCORPORER Unknown��� et �INCORPORER Unknown���


	iii)	�INCORPORER Unknown��� et �INCORPORER Unknown���


	iv)	�INCORPORER Unknown��� et �INCORPORER Unknown���





5.5	COMPACTE





DEFINITION	Une partie K de IRn est dite compacte si, de toute suites (xp)p ( K de points de K, on peut extraire une sous suite (x((p))p convergente et telle que lim x((p) ? K





THEOREME	(BOLZANO-WEIERSTRASS)


	Soit (xp)p une suite bornée dans IRn : ? R>0 tel que ? p ??IN, ||xp|| ??R, ? une sous suite (x((p))p convergente et telle que lim x((p) ( K





DEFINITION	Une partie A de IRn est dite bornée ssi ( R>0 et ( tel que A ( �INCORPORER Unknown���(x,R) ((  (x(A, ||x|| (R )





THEOREME	Une partie K de IRn est compacte ssi K est fermé et bornée





THEOREME	( Borel-Lebegue )


	Soit K une partie de IRn. K est compacte ssi elle vérifie :


	Pour toute famille d’ouverts (U()((I tel que K ( U((I U(, ( (1..n(i (I tel que K ( �INCORPORER Unknown���





5.6	CONNEXITE





DEFINITION	Une partie A de IRn est dite non connexe si ( deux ouverts U1 et U2 de IRn tel que :


	U1 ( U2 ( A =(


	U1 ( A ( (


	U2 ( A ( (


	A ( U1 ( U2 


	A est dite connexe si elle n’est pas non connexe.





PROPOSITION	Si A ( IRn est connexe, alors �INCORPORER Unknown���





PROPOSITION	Soit (A()((I une famille de connexes de IRn. On suppose que �INCORPORER Unknown���(( alors �INCORPORER Unknown��� est connexe.





COROLLAIRE	Soient A1, …, Ak des parties connexe de IRn tel que ( i( {1..k}, Ai ( Ai+1 =(. Alors A=A1(…(Ak est un connexe





DEFINITION	( Topologie relative )


	Soit A une partie IRn.


	i)	une partie B(A est dite ouverte dans A si ( un ouvert U de IRn tel que B=A(U


	ii)	une partie B(A est dite fermé dans A si ( un fermé F de IRn tel que B=A(F





PROPOSITION	A est un ouvert de IRn ssi tout ouvert de A est un ouvert de IRn


	A est un fermé de IRn ssi tout fermé de A est un fermé de IRn





THEOREME	A est connexe ssi la seule partie ouverte et fermé non vide dans A est A lui même





THEOREME	A ( IR est connexe si A est un intervalle














�
6	APPLICATIONS CONTINUES





6.1	LIMITES





DEFINITION	( Limites )


	Soit a ( �INCORPORER Unknown���. On que ( admet une limite l en a si :


	( (>0, ( (>0, tel que ( x(A, d(x,a)>( ( d(((x),l)<(


	( (>0, ( (>0, tel que ( x(A, ||x-a||>( ( ||((x)-l||<(


	( (>0, ( (>0, tel que ((B(a,()(A)(B(l,()


	Lorsque l existe, elle est unique. On notera �INCORPORER Unknown��� ( IRn





PROPOSITION	( tend vers l lorsque x tend vers a ssi :


	Pour toute suite (xp)p(A qui converge vers a, la suite image (((xp))p converge vers l





PROPOSITION	( tend vers l=(l1, …, lm) lorsque x(a (�INCORPORER Unknown��� ssi ( i({1..m} la fonction (i tend vers li lorsque x(a





PROPOSITION	Soient ( :A (IRn(IRm, g :A (IRn(IRmxIRm, f :A (IRn(IR trois applications.


	Soit a (�INCORPORER Unknown���. On suppose que (,g,h tendent respectivement vers l,k,m lorsque x(a


	i)	( ((IR, (((+g)((l+k quand x(a


	ii)	(h,f)(ml quand x(a


	ii)	si m(0, �INCORPORER Unknown��� quand x(a


	


PROPOSITION	Soit ( :A (IRn(IRm ,g :B (IRm(IRp tel que �INCORPORER Unknown���. On suppose que ((x) tend vers l quand x(a et que g(y)(k quand y(l. Alors g°((x) tend vers k quand x(a





6.2	CONTINUITE





DEFINITION	( Continuité )


	L’application ( sera dite continue en a si ( tend vers ((a) lorsque x tend vers a


	( ( (>0, ( x>0 tel que ( x(A, d(x,a)>( on a d(((x),((a))<(


	( ( (>0, ( (>0 tel que ((B(a,()(A)(B(((a),()


	( ( (xp)p(A une suite convergente avec lim xp=a, la suite (((xp))p converge vers f(a)





PROPOSITION 	Soit (=((1, …,(m). ( est continue en a ssi les m fonctions sont continues en a





PROPOSITION	Soient ( :A(IRm, g :A(IRm et h :A(IR trois applications continues en a


	i)	( ((IR, ((+g est continu en a


	ii)	h,( continues en a


	ii)	si h(a)(0, �INCORPORER Unknown��� est continue en a





PROPOSITION	Si ( :A(IRm est continue en a et g :((A)(IRp continue en ((a), alors g°( est continu en a





THEOREME	Soit ( :A(IRm( IRm une application. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :


	i)	( est continue en tout point de A


	ii)	Pour tout ouvert V de IRm, ( un ouvert U de IRn tel que (-1(V)=U(A ( i.e. (-1(V) est un ouvert de A )


	iii)	Pour tout fermé G de IRm, ( un fermé F de IRn tel que (-1(G)=F(A ( i.e. l’image réciproque d’un fermé de IRm est un fermé de A )





�
COROLLAIRE	Soit ( : IRn(IR et g :IRn(IR deux fonctions continues dans IRn, alors :


	i)	U={ x(IRn / ((x)<g(x) } est un ouvert de IRn 


	ii)	F={ x(IRn / ((x)(g(x) } est un fermé de IRn


	iii)	G={ x(IRn / ((x)=g(x) } est un fermé de IRn





COROLLAIRE	( :A ( IRn(IRm est continue dans A ssi ( B ( A, on a �INCORPORER Unknown���





DEFINITION	Une partie B(A est dite « dense dans A » si A ( B





THEOREME	Soient ( :A ( IRn(IRm et g :A (IRn(IRm deux applications continues dans A. Soit B ( A une partie dense dans A :


	i)	Si ( x(B, ((x)=g(x), alors f=g dans tout A


	ii)	Si m=1 et ( x(B, ((x)(g(x), alors ( x(A ((x)(g(x)





6.3	CONTINUITE ET CONNEXITE





THEOREME	Soit A une partie connexe de IRn. Si ( :A(IRn est une application continue, alors ((A) est une partie connexe de IRn





DEFINITION	( Applications localement constantes )


	Une application ( :A(IRn(IRn est dite localement constante si ( x(A, ( r>0 tel que ( y(B(x,r) on a ((y)=((x) (i.e. ( est constante dans B(x,r)(A )





PROPOSITION	Une application loi constante est continue dans A





THEOREME	Si A est une partie connexe de IRn, alors toute application localement constante ( :A(IRn est constante





THEOREME	( Réciproque )


	Soit A une partie de IRn. Si toute application localement constante ( :A(IR dans A est constante dans A, alors A est connexe





THEOREME	Une partie A de IR est connexe ssi A est un intervalle





LEMME	( a(IR, l’intervalle ,[a ;+([ est connexe





6.4	CONTINUITE ET COMPACITE





THEOREME	Soit K une partie compacte de IRn. Si ( :K(IRn est une application continue, alors ((K) est une partie compacte de IRn





COROLLAIRE	Soit K un compacte de IRn et ( :K(IR une fonction continue, alors ( est borné sur K et 


	( x0(K et x1(K tel que �INCORPORER Unknown���et �INCORPORER Unknown���





THEOREME	Dans IRn, toutes les normes sont équivalentes





THEOREME	Soit K ( IRn un compacte et soit ( :K(IRm une application continue et injective, 


	alors (-1 :((K)(IRn est continue dans ((K)  ( i.e. ( est un homéomorphisme de K sur ((K) )





6.5	CONTINUITE UNIFORME





DEFINITION	On dit que ( :A ( IRn(IRm est uniformément continue dans A


	Si	( (>0, ( (>0 tel que :( x(A ((B(x,()(A) ( B(((x),() 


	( ( (>0, ( (>0 ( x,y (A, d(x,y)<( on a d(((x),((y))<(


	( Le rayon ( des boules (x,r) est le même pour tous les points de A )





THEOREME	Si L :IRn(IRn est une application linéaire, alors elle est uniformément continue dans IRn. De plus, il existe un réel c tel que ( x(IRn, ||L(x)||(c||x||





THEOREME	( de HEINE )


	Soit K compacte de IRn. Toute application continue ( :K(IRn est uniformément continue dans K











7	APPLICATIONS DIFFERENTIABLES





7.1	DEFINITION ET EXEMPLES





DEFINITION	Soit U un ouvert de IRn et soit ( :U(IRn(IRn. Soit a (U. On dira que ( est différentiable en a s’il existe une application linéaire L : IRn( IRn tel que �INCORPORER Unknown��� ( �INCORPORER Unknown���


	�INCORPORER Unknown���





PROPOSITION	Si L existe, elle est unique. On l’appellera différentielle (ou dérivée) de ( en a et on la notera : D((a)





PROPOSITION	Soit ( :U(IR(IR et soit a (U. ( est différentiable en a ssi ( est dérivable en 1


	De plus on a (’(a)=D((a)(1)


	�INCORPORER Unknown���





PROPOSITION	Si ( est différentiable en a, alors ( est continue en a





PROPOSITION	( :U(IRn(IRm


			X ( ( (1(X), …, (m(X) )


	( est différentiable en a(U ssi les m fonctions le sont.


	De plus on a ( h(IRn :D((a)h=( D(1(a)h, …, D(m(a)h )





PROPOSITION	h( :U (IRn( IRm est différentiable. On a alors que l’expression �INCORPORER Unknown��� est bornée au voisinage de a 


	( ( M>0 et r>0, M et r ( IR, tel que ( x(B(a,r), on a �INCORPORER Unknown���(M )





COROLLAIRE	S’iI ( une suite (xn)n(U qui converge vers a et tel que �INCORPORER Unknown���, alors ( n’est pas différentiable en a





7.2	PROPRIETES ET AUTRES EXEMPLES





PROPOSITION	Soit ( :U(IRn(IRm et g :U(IRn(IRm deux applications différentiable en a(U.


	Alors ( ((IR, ((+g est différentiable en a et on a D(((+g)(a)=(D((a)+Dg(a)





PROPOSITION	Soit ( :U(IRn(IRm et g :V(IRm(IRk deux applications. On suppose que ((U)(V, que ( est  différentiable en a(U et que g est différentiable en b=((a).


	Alors g°( est différentiable en a et on a D(f°g)(a)=Dg (b)°D((a)





COROLLAIRE	Soit ( :u(IRk(IR une application différentiable en a et soit p(IR.


	i)	Si p(1 alors g :U( IRn(IR, g(x)=(f(x))p est différentiable en a et on a 


	Dg(a)=p(((a))p-1D((a)


	ii)	Si p<1 et ((a)>0, alors g :U(IRn(IR, g(x)=(((x))p est différentiable en a et on a : Dg(a)=p(((a))p-1D((a)





LEMME	L’application ( :IR2(IR, ((x,y)=xy est différentiable en tout point de IR2 et on a :


	D((x,y) :IR2(IR


			 (h,k)(xk+hy





PROPOSITION	Si ( :U(IRn(IR et g :U(IRn(IR sont différentiables en a(U, alors (.g :U(IRn(IR


			x(((x)g(x)


	est différentiable et on a :D((.g) (a)h=((a)(Dg(a)h)+g(a)(D((a)h)





PROPOSITION	Tout polynôme de n variables P(x1, …, xn)  est différentiable en tout point de IRn





PROPOSITION	Toute fonction rationnelle de n variables �INCORPORER Unknown��� est différentiable en tout point x de IRn tel que Q(x)(0





7.3	DERIVEES PARTIELLES





DEFINITION	Soit v(IRn. On dira que ( est dérivable dans la direction de v si la limite �INCORPORER Unknown���. Dans ce cas, on noteras v((a) la valeur de cette limite.





DEFINITION	Soit { e1, …, en } la base canonique de IRn ( ei=( 0, 0, …, 1, …, 0 ) ) si ( est dérivable en a dans la direction de ei, on dira que ( admet une i-éme dérivée partielle en a ( ou une dérivée partielle par rapport à la i-éme variable )


	On adoptera la notation :�INCORPORER Unknown���





THEOREME	Si ( :U(IRn(IRm est différentiable en a(U, ( v(IRn, ( est dérivable en a dans la direction de v. En particulier ( admet des dérivées partielles en a par rapport à toutes ses coordonnées. De plus on a :�INCORPORER Unknown��� et �INCORPORER Unknown���





COROLLAIRE	Si ( :U(IRn(IRm est différentiable en a, alors la matrice Jacobienne de ( en a est donné par :�INCORPORER Unknown���	D((a)h=M.h





THEOREME	Si ( :U(IRn(IRm admet dans U des dérivées partielles par rapport à chacune des variables et si ces dérivées partielles �INCORPORER Unknown���, …, �INCORPORER Unknown��� sont continues en a alors ( est différentiable en a





�
7.4	VECTEUR VITESSE ET VECTEUR GRADIENT





PROPOSITION	Si ( :I(IR(IRn et g :U(IRn(IR avec ((I)(U, ( différentiable en a et g différentiable en ((a), alors on a pour g°( :I(IR(IR


	�INCORPORER Unknown���

















�
8	THEOREME DES ACCROISSEMENTS FINIS ET APPLICATIONS





8.1	LE THEOREME





THEOREME	( :[a,b](IR(IR, continue dans [a,b], dérivable dans ]a,b[, alors(c(]a,b[ tel que �INCORPORER Unknown���, en particulier, |((b)-((a)|( Sup |(’(c)|.|b-a| , c(]a,b[





THEOREME	Soit ( :[a,b](IR(IRn continue dans [a,b] et différentiable en tout point de ]a,b[. On pose M= Sup ||(’(t)|| , t(]a,b[


	ALORS ||((b)-((a)||( M(b-a)





DEFINITION	Soient x,y (IRn.


	On appelle segment ouvert allant de x à y l’ensemble ]x,y[ ={ (1-t)x+ty, t(]0,1[}


	On appelle segment fermé allant de x à y l’ensemble ]x,y[ ={ (1-t)x+ty, t([0,1]}





COROLLAIRE	Soit ( :U(IRn(IRm une application définie dans U ouvert de IRn. Soient x,y (U tel que [x,y](U. On suppose ( continue en tout point de [x,y] et différentiable en tout points de ]x,y[ et qu’il existe une constante M(IR tel que ( z(]x,y[ et ( h(IRm, ||D((z)h|| ( M.||h||


	Alors ||((x)-(f(y)|| ( M.||x-y||





DEFINITION	Une partie A de IRn est dite convexe si ( x,y (A, on [x,y](A





COROLLAIRE	Soit U un ouvert convexe de IRn et soit ( :U(IRm une application différentiable dans U. On suppose qu’il existe M(IR tel que ( z(U et ( h(IRn, ||D((z)h|| ( M.||h||


	Alors ( x,y (U, on a ||((x)-((y)|| ( M.||x-y||





COROLLAIRE	Soit U un ouvert convexe de IRn et soit ( :U(IR une application différentielle dans U. Soit �INCORPORER Unknown���, alors ( x,y (U on a |((x)-((y)| ( ||x-y||





8.2	APPLICATIONS





THEOREME	Soit U un ouvert convexe de IRn et ( :U(IRn(IRm une application différentielle. Si ( x(U, D((x)=0, ALORS ( est constante dans U





LEMME	( x(IRn et ( r>0 B(x,r) est convexe





COROLLAIRE	Si U est un ouvert convexe de IRn,( :U(IRn(IRm et g :U(IRn(IRm deux applications différentielle dans U tel que ( x(U D((x)=Dg(x)


	ALORS ( c(IRm tel que ( x(U ((x)=g(x)+c





THEOREME	Soit U un ouvert de IR2 et ( :U(IRn une application. On suppose que les dérivées partielles �INCORPORER Unknown���, �INCORPORER Unknown��� existent en tout point de U et qu’au moin une des deux est continue en A=(a,b)(U


	ALORS ( est différentiable eb A et on a �INCORPORER Unknown���





�
9	THEOREME D’INVERSION LOCALE ET DES FONCTIONS IMPLICITES





9.1	THEOREME D’INVERSION LOCALE





DEFINITION	On dira que ( est un difféomorphisme d’un ouvert U de IRn sur un ouvert U’ de IRn si :


	i)	( est une bijection de U sur U’


	ii)	( et (-1 sont différentiable respectivement dans U et U’





PROPOSITION	Si ( est un difféomorphisme de U (IRn sur U’ ( U,


	Alors ( x(U, det(D((x))(0


	( i.e. d((x) est inversible et on a (D((x))-1=D(-1(y), y=((x)





DEFINITION	Une application ( :U(IRn(IRm est dite de classe C1 dans U si elle est différentiable dans U et si les n dérivées partielles �INCORPORER Unknown���, …, �INCORPORER Unknown��� sont continues dans U





THEOREME	( Inversion locale )


	Soit ( :I(IRn(IRm une application de classe C1 dans U. Si a(U est un point tel que det(D((a))(0, alors ( est un difféomorphisme d’un voisinage ouvert O de a sur un voisinage ouvert O de b=((a)





COROLLAIRE	Soit ( :U(IRn(IRn une application de classe C1 dans U, injective tel que ( x(U, det(D((x))(0. Alors V=((U) est un ouvert de IRn et ( est un difféomorphisme de U dans V





9.2	THEOREME DES FONCTIONS IMPLICITES





THEOREME	( Fonctions implicites )


	Soit ( :U(IRn(IR de classe C1 dans U et soit a(U tel que ((a)=0. On suppose �INCORPORER Unknown���, alors ( un voisinage ouvert V de a et un voisinage ouvert de V1 de �INCORPORER Unknown��� dans IRn-1 et une application ( :V1(IRn-1(IR de classe C1 tel qu’on ait l’équivalence : �INCORPORER Unknown��� et �INCORPORER Unknown��� ( �INCORPORER Unknown���





�
10	DERIVE D’ORDRE 2, FORMULES DE TAYLOR, APPLICATIONS





10.1	DERIVEE D’ORDRE 2





DEFINITION	On dira que ( est deux fois différentiable dans U si les n dérivées partielles �INCORPORER Unknown���, …, �INCORPORER Unknown��� sont continues dans U.


	Notation :�INCORPORER Unknown��� 


	�INCORPORER Unknown��� s’appelle dérivée partielle d’ordre 2 de ( par rapport à xj et xi





DEFINITION	On dira que ( est de classe C2 dans U si les n² dérivées partielles �INCORPORER Unknown��� sont continues dans U





THEOREME	( Schwarz)


	Si ( est de classe C2 dans U alors, ( x(U, et ( i,j �INCORPORER Unknown���





DEFINITION	On appelle la forme Hessienne de ( en a(U la matrice �INCORPORER Unknown���, c’est une matrice carré d’ordre n, si ( est C2, alors �INCORPORER Unknown��� est symétrique.





DEFINITION	On considère la forme quadratique D²((a) associé à la matrice �INCORPORER Unknown���, où ( est de classe C², D²((a)=IRnxIRn(IR


	�INCORPORER Unknown���


	D²((a) est la forme Hessienne de ( en a





LEMME	Soit ( :U(IRn(IR de classe C². Soit a(U et on considére la fonction g(t)=((a+th), définie pour t(]( ;-([ . Alors g est deux fois dérivable dans ](;-([ et on a :


	g’(t)=D((a+th).h


	g’’(t)=D²((a+th)(h,k)





10.2	FORMULES DE TAYLOR





THEOREME	Soit ( :U(IRn(IR une fonction de classe C² dans U ouvert et soit a(U. On a :


	�INCORPORER Unknown���


	autrement dit :


	�INCORPORER Unknown���





10.3	�
EXTREMA LOCAUX





DEFINITION	Soit ( :U(IRn(IR une fonction.


	i)	On dit que ( admettra un maximum locale en a(U, s’il ( r>0, tel que ( x(B(a,r)(U, on a ((x)(((a)


	ii)	On dit que ( admettra un maximum local stricte en a(U, s’il ( r>0, tel que 


	( x(B(a,r)(U, on a ((x)<((a)


	iii)	On dit que ( admettra un minimum locale en a(U, s’il ( r>0, tel que ( x(B(a,r)(U, on a ((x)(((a)


	iv)	On dit que ( admettra un minimum locale stricte en a(U, s’il ( r>0, tel que 


	( x(B(a,r)(U, on a ((x)>((a)








PROPOSITION	Si ( :U(IRn(IR est différentiable dans U ouvert de IRn et si ( admet un maximum local ou un minimum local en a(U, ALORS D((a)=0





THEOREME	Si ( :U(IRn(IR de classe C² dans U ouvert des IR et


	i)	Si ( admet un maximum local en a(U, ALORS la forme D²((a) est négative ( i.e. la forme quadratique de ( est (0 ), ( k(IR² D²((a).h.h(0


	( toutes les valeurs propres de la matrice Hessienne sont négative ou nulles.


	ii)	Si ( admet un minimum local en a(U, ALORS la forme D²((a) est positive ( i.e. la forme quadratique de ( est (0 ), ( k(IR² D²((a).h.h(0


	( toutes les valeurs propres de la matrice Hessienne sont positive ou nulles





THEOREME	Soit ( :U(IRn(IR une fonction de classe C² différentiable dans U ouvert de IRn et soit a(U tel que D((a)=0


	i)	la forme D²((a) définie positive (forme quadratique bilinéaire symétrique), ALORS ( admet un minimum local strict en a


	ii)	la forme D²((a) définie négative (forme quadratique bilinéaire symétrique), ALORS ( admet un maximum local strict en a


	Si elle n’est ni >0, ni définie >0, ni<0, ni défini<0, on ne peut pas conclure





10.4	MAXIMUM ET MINIMUM GLOBAUX





PROPOSITION	Si ( atteint son maximum global en x(A alors :


	i)	Ou bien a(�INCORPORER Unknown���, (  est différentiable en a et D((a)=0


	ii)	Ou bien a(�INCORPORER Unknown���, ( non différentiable en a


	iii)	Ou bien a(A\�INCORPORER Unknown��� (a point du bord de A)





10.5	EXTREMA LIES





DEFINITION	On dit que ( admet un maximum (resp. minimum) en a(A sous la contrainte g(x)=0, si 


	( x(A on a ((x)(((a) (resp. ((x)(((a) )





THEOREME	On suppose que ( et g sont de classe C1 dans U. Si ( atteint son maximum ou son minimum sous la contrainte g(x)=0, au point a(A et si grad g(a)(0,


	ALORS grad ((a) et grad g(a) sont colinéaires. 


	i.e. ( ((IR tel que ( i(n, �INCORPORER Unknown���


	la constante ( s’appelle multiplicateur de LAGRANGE.
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